
　第５６卷　第 １期
２０１７年　１月

中山大学学报 （自然科学版）

ＡＣＴＡ　ＳＣＩＥＮＴＩＡＲＵＭ　ＮＡＴＵＲＡＬＩＵＭ　ＵＮＩＶＥＲＳＩＴＡＴＩＳ　ＳＵＮＹＡＴＳＥＮＩ
Ｖｏｌ５６　Ｎｏ１
Ｊａｎ　２０１７

　

ＤＯＩ：１０１３４７１／ｊｃｎｋｉａｃｔａｓｎｕｓ２０１７０１０１０

时间尺度上 Ｎａｂｌａ变分问题的
非完整力学系统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ理论

祖启航，朱建青
（苏州科技大学数理学院，江苏 苏州 ２１５００９）

摘　要：研究了时间尺度上Ｎａｂｌａ变分问题的非完整力学系统的Ｎｏｅｔｈｅｒ理论。根据时间尺度上的微积分理论和
Ｄｅｌｔａ导数与Ｎａｂｌａ导数之间关系，建立了时间尺度上Ｎａｂｌａ导数的非完整Ｌａｇｒａｎｇｅ方程。根据时间尺度上 Ｎａｂｌａ
变分问题的Ｈａｍｉｌｔｏｎ作用量在无限小变换下的变换性质，建立了Ｎａｂｌａ变分问题的非完整力学系统的Ｎｏｅｔｈｅｒ等
式，并找到了相应的守恒量。最后，举例说明结果的应用。
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　　１９８８年德国学者Ｈｉｌｇｅｒ［１］在他的博士论文中提
出时间尺度的微积分理论，其主要目的是把连续和

离散进行统一［２－３］。然而时间尺度上的微积分定理

并不是唯一的，一般有两种方法：一种是针对前跳

算子定义的Ｄｅｌｔａ微积分理论，另一种是针对后跳
算子定义的 Ｎａｂｌａ微积分理论［４］。对 Ｄｅｌｔａ变分问
题的研究已经取得了许多成果［５－１０］。事实上在求

解最优化控制、经济学模型等领域利用 Ｎａｂｌａ微积

分求解更为方便［１１］。２００１年，Ａｔｉｃｉ和 Ｇｕｓｅｉｎｏｖ［４］

给出了 Ｎａｂｌａ微积分理论。随后，Ｍａｒｔｉｎｓ和
Ｔｏｒｒｅｓ［１２］进一步研究了 Ｎａｂｌａ微积分理论，并将理
论推广到高阶系统。Ｃａｐｕｔｏ［１３］定义了对偶时间尺
度，研究了 Ｄｅｌｔａ导数和 Ｎａｂｌａ导数之间的变换关
系，进一步给出了 Ｎａｂｌａ导数的 ＥｕｌｅｒＬａｇｒａｎｇｅ函
数。为了研究不同算子在对应不同导数情况下的关

系，Ｂｏｕｒｄｉｎ［１４］对前跳算子在 Ｎａｂｌａ导数情况下进
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行了探讨，建立了求导法则，并进一步给出了混合

导数的ＥｕｌｅｒＬａｇｒａｎｇｅ函数。
对称性与守恒量是分析力学研究的一个重要方

面。尽管在约束力学系统的对称性与守恒量方面的

研究已经取得了一系列重要成果［１５－２６］。但对于时

间尺度上Ｎａｂｌａ变分问题的对称性与守恒量的研究
还很少。Ｍａｒｔｉｎｓ和Ｔｏｒｒｅｓ利用Ｄｅｌｔａ微积分和Ｎａｂ
ｌａ微积分理论之间关系，通过 Ｄｅｌｔａ变分问题的完
整力学系统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ定理［２２］，给出了 Ｎａｂｌａ导数
的完整力学系统的对称性，并找到相应的守恒

量［２７］。本文基于时间尺度的微积分理论，以及

Ｄｅｌｔａ导数和 Ｎａｂｌａ导数之间的交换关系，根据时
间尺度上 Ｄｅｌｔａ变分问题的非完整 Ｌａｇｒａｎｇｅ方程，
建立了时间尺度上 Ｎａｂｌａ变分问题的非完整 Ｌａ
ｇｒａｎｇｅ方程，结合时间尺度上Ｄｅｌｔａ变分问题的Ｌａ
ｇｒａｎｇｅ系统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ相关定理，建立了时间尺度
上Ｎａｂｌａ变分问题的非完整力学系统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ等
式，并找到相应的 Ｎｏｅｔｈｅｒ守恒量。文末，举例说
明相关结论的应用。

１　时间尺度上的微积分理论
时间尺度上 Ｄｅｌｔａ（Δ）微积分理论详见文献

［９］。文章重点介绍Ｎａｂｌａ（）微积分理论。
实数集瓗的任何一非空闭子集 称为一个时

间尺度［２－３］。时间尺度 具有由 瓗 诱导的拓扑及
序关系。常见的情况整数集瓕，自然数集瓔都是
一种时间尺度。

定义１　设 是一时间尺度，对任意的ｔ∈ ，

定义前跳算子σ为
σ：  ，σ（ｔ）＝ｉｎｆ｛ｘ∈ ；ｘ＞ｔ｝

后跳算子ρ为
ρ：  ，ρ（ｔ）＝ｓｕｐ｛ｘ∈ ；ｘ＜ｔ｝

补充定义：ｉｎｆ ＝ｓｕｐ ，ｓｕｐ ＝ｉｎｆ。定义前跳
步差函数μ： 瓗，μ（ｔ）＝σ（ｔ）－ｔ，后跳步差函数
ｖ： 瓗，ｖ（ｔ）＝ｔ－ρ（ｔ）。

定义２　若 σ（ｔ）＞ｔ，则称 ｔ为右离散；若
σ（ｔ）＝ｔ，则称ｔ为右稠密；若 ρ（ｔ）＜ｔ，则称 ｔ
为左离散；若ρ（ｔ）＝ｔ，则称ｔ为左稠密。

对于时间尺度 ，如果 ＜∞，定义 ｋ ＝
＼（ρ（ｓｕｐ ），ｓｕｐ ］， ＝∞，则 ｋ ＝ ；如果

＞－∞，定义 ｋ＝ ＼［ｉｎｆ，σ（ｉｎｆ））， ＝－∞，
则 ｋ＝ 。特别地，如果ａ，ｂ∈ ，ａ＜ｂ，定义时间尺
度上的区间 ［ａ，ｂ］，则 ［ａ，ｂ］ｋ ＝［ａ，ρ（ｂ）］，［ａ，
ｂ］ｋ ＝［σ（ａ），ｂ］。

设函数 ｆ： 瓗，ｔ∈ 。定义 ｆσ： 瓗 为

ｆσ（ｔ）＝ｆ（σ（ｔ）），ｆｐ： 瓗为ｆρ（ｔ）＝ｆ（ρ（ｔ））ｔ
∈ 。

定义３　设函数ｆ： 瓗，ｔ∈ ｋ，如果存在一

个数α，对任意的ε＞０，存在 ｔ的一个小邻域 Ｕ
 ，当 ｘ∈ Ｕ时，都有 ｜ｆ（σ（ｔ））－ｆ（ｘ）－
α（σ（ｔ）－ｘ）｜＜ε｜σ（ｔ）－ｘ｜，则称函数ｆ在点ｔ处
是Δ（Ｄｅｌｔａ）可微的，并称数 α是函数 ｆ在点 ｔ处
的Δ（Ｄｅｌｔａ）导数，记为ｆΔ（ｔ）。

引理１　如果函数 ｆ在点 ｔ处是 Δ可微的，那
么ｆσ（ｔ）＝ｆ（ｔ）＋μ（ｔ）ｆΔ（ｔ）。

定义４　设函数ｆ： 瓗，ｔ∈ ｋ，如果存在一

个数β，对任意的ε＞０，存在ｔ的一个小邻域 Ｕ
Ｔ，当ｘ∈Ｕ时，都有｜ｆ（ρ（ｔ））－ｆ（ｘ）－β（σ（ｔ）
－ｘ）｜＜ε｜ρ（ｔ）－ｘ｜，则称函数 ｆ在点 ｔ处是 
（Ｎａｂｌａ）可微的，并称数β是函数ｆ在点 ｔ处的 
（Ｎａｂｌａ）导数，记为ｆ（ｔ）。

引理２　如果函数ｆ在点ｔ处是可微的，那
么ｆρ（ｔ）＝ｆ（ｔ）－ν（ｔ）ｆ（ｔ）。

定义５　如果函数ｆ： 瓗，在 中一切右稠密

点连续且在左稠密点处存在有限左极限，则称函数ｆ
为右稠密连续的。在 上所有右稠密连续函数的集

合记作Ｃ１ｒｄ （Ｔ，瓗）。如果函数ｆ： 瓗，在 中一

切左稠密点连续且在右稠密点处存在有限右极限，

则称函数ｆ为左稠密连续的。在 上所有左稠密连续

函数的集合记作Ｃ１ｒｄ（，瓗）。
定义６　设 为任意时间尺度，令  ＝｛ｘ∈

瓗：－ｘ∈ ｝，则新的时间尺度 称为 的对偶时

间尺度。

如果时间尺度 上的前跳算子和后跳算子分

别为σ，ρ，则 σ^，^ρ分别为时间尺度  上的前跳算

子和后跳算子； 上的前跳
!

差函数 μ和后跳步差
函数ν，则 上的前跳

!

差函数为 μ^和后跳步差
函数为 ν^； 上的 Δ（或 ）导数，则 上为 Δ^
（或＾）导数。

定义７　设时间尺度 上的函数为ｆ： 瓗，那
么定义在时间尺度  上的对偶函数为 ｆ：
瓗，并且ｆ（ｘ）＝ｆ（－ｘ），ｘ∈ 。

引理３［１３］　给定时间尺度 ，ａ，ｂ∈ ，ａ＜ｂ，ｆ：
瓗，那么有如下关系式：

（ ｋ） ＝（）ｋ，（ ｋ）
 ＝（ ）ｋ；

（［ａ，ｂ］） ＝［－ｂ，ａ］，
（［ａ，ｂ］ｋ） ＝［－ｂ，－ａ］ｋ ；

σ＾（ｘ）＝－ρ（－ｘ）＝－ρ（ｘ），
ρ＾（ｘ）＝－σ（－ｘ）＝－σ（ｘ），ｘ∈ ；

ｖ＾（ｘ）＝μ（ｘ），μ＾（ｘ）＝ｖ（ｘ），ｘ∈ ；

９５
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函数ｆ是右稠连续 （左稠连续）当且仅当对偶函数

ｆ 是左稠连续 （右稠连续）；

如果ｆ在ｔ∈ ｋ（ｔ∈ ｋ）点是Δ（）可微，则
对偶函数函数ｆ在 －ｔ∈（ ）ｋ（－ｔ∈（ ）ｋ）点

是（Δ）可微，并且有关系式：

ｆΔ（ｔ）＝－（ｆ）^（－ｔ），
ｆ（ｔ）＝－（ｆ）Δ^（－ｔ）；

ｆΔ（ｔ）＝－（（ｆ）^）（ｔ），
ｆ（ｔ）＝－（（ｆ）Δ^）（ｔ）；

（ｆΔ）（－ｔ）＝－（ｆ）^（－ｔ），
（ｆ）（－ｔ）＝－（ｆ）Δ^（－ｔ）

ｆ∈Ｃ１ｒｄ（Ｃ
１
ｌｄ）当且仅当对偶函数ｆ ∈Ｃ

１
ｌｄ（Ｃ

１
ｒｄ）；

如果函数 ｆ：［ａ，ｂ］→ 瓗 是右稠连续，则

∫
ｂ

ａ
ｆ（ｔ）Δｔ＝∫

－ａ

－ｂ
ｆ（ｘ）＾ｘ；如果函数ｆ：［ａ，ｂ］→瓗

是左稠连续，则∫
ｂ

ａ
ｆ（ｔ）ｔ＝∫

－ａ

－ｂ
ｆ（ｘ）^Δｘ

如果函数ｈ，ｊ：ａ，[ ]ｂ→瓗是左稠连续，ｈ，ｊ：

－ｂ，[ ]－ａ→瓗是右稠连续，则有积分等式：

∫
－ａ

－ｂ
ｈ（ｔ）（ｊ）Δ^（ｔ）^Δｔ＝

－∫
ｂ

ａ
ｈ（ｘ）ｊ（ｘ）ｘ；

∫
－ａ

－ｂ
（ｈ）Δ^（ｔ）（ｊ）σ^（ｔ）Δｔ＝

－∫
ｂ

ａ
ｈ（ｘ）ｊρ（ｘ）ｘ；

∫
ｂ

ａ
ｈ（ｘ）ｊ（ｘ）ｘ＝

－ｈ（ａ）ｊ（ａ）＋ｈ（ｂ）ｊ（ｂ）－∫
ｂ

ａ
ｈ（ｘ）ｊρ（ｘ）ｘ

　　一般情况下，对于函数的 Δ和  导数具有相
同的表达形式，如和函数、积函数等，具体证明过

程见文献 ［１２］。Δ导数与等时变分之间的交换关
系［２３］，

δｑΔ ＝（δｑ）Δ，δｑσ ＝（δｑ）σ

同样易得导数与等时变分交换关系：
δｑ ＝（δｑ），δｑρ＝（δｑ）ρ

上式可称为导数与非等时变分间的交换关系。

２　时间尺度上Ｎａｂｌａ变分问题的
非完整力学系统的微分方程

　　首先考虑由 Ｂｏｈｎｅｒ定义的时间尺度上的基本
变分问题［５］

珋Ｉｈｓ[ ]（·） ＝∫
ｂ

ａ
珔Ｌ（ｘ，ｈσｓ（ｘ），ｈΔｓ（ｘ））Δｘ→ｍｉｎ，

ｈｓ（ａ）＝Ａ，ｈｓ（ｂ）＝Ｂ（ｓ＝１，…，ｎ） （１）
其中Ｌ： ×瓗ｎ×瓗ｎ，ｃ，ｄ∈ ，ａ＜ｂ；Ａ，Ｂ∈瓗ｎ。

再考虑导数形式的基本变分问题

Ｉ［ｑｓ（·）］＝∫
ｄ

ｃ
Ｌ（ｔ，ｑρｓ（ｔ），ｑｓ（ｔ））ｔ→ｍｉｎ，

ｑｓ（ｃ）＝Ｃ，ｑｓ（ｄ）＝Ｄ（ｓ＝１，…，ｎ） （２）
其中Ｌ： ×瓗ｎ×瓗ｎ，ｃ，ｄ∈ ，ｃ＜ｄ；Ｃ，Ｄ∈瓗ｎ。

假设时间尺度上动力学系统的运动受ｇ个双面
理想Ｃｈｅｔａｅｖ型非完整约束

ｆβ（ｔ，ｑ
ρ
ｓ，ｑｓ）＝０，

（ｓ＝１，…，ｎ；β＝１，…，ｇ） （３）
则非完整约束加在虚位移 δｑρｓ上的限制为 Ａｐｐｅｌｌ
Ｃｈｅｔａｅｖ条件

３ｆβ（ｔ，ｑ
ρ
ｓ，ｑｓ）δｑρｓ ＝０ （４）

式中ｉｆ表示函数ｆ关于第ｉ个变量的偏导数。则称
（４）式为带有导数的Ｃｈｅｔａｅｖ条件。

在基本变分问题 （１）下，已知时间尺度上
Ｄｅｌｔａ变分问题的非完整力学系统的微分方程为［２３］

Δ
Δｘ３

珔Ｌ（ｘ，ｑσｓ（ｘ），ｑΔｓ（ｘ））－２珔Ｌ（ｘ，ｑσｓ（ｘ），ｑΔｓ（ｘ））＝

Ｑｓ（ｘ，ｑσｋ（ｘ），ｑΔｋ（ｘ））＋珔λβ３珋ｆβ（ｘ，ｑ
σ
ｓ（ｘ），ｑΔｓ（ｘ）），

（ｓ，ｋ＝１，…，ｎ） （５）
其中 珔Ｌ（ｘ，ｑσｓ（ｘ），ｑΔｓ（ｘ））为 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数，Ｑｓ（ｘ，
ｑσｋ（ｘ），ｑΔｋ（ｘ））为非保守力，珋ｆβ（ｘ，ｑ

σ
ｓ（ｘ），ｑΔｓ（ｘ））为

Ｃｈｅｔａｅｖ型非完整约束，珔λβ为Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子。
定义８　设Ｌａｇｒａｎｇｅ函数为Ｌ： ×瓗ｎ×瓗ｎ→

瓗，非保守力为Ｑ： ×瓗ｎ×瓗ｎ→瓗，非完整约束
ｆ： ×瓗ｎ×瓗ｎ→瓗，λ为Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子，则定义相
应的对偶Ｌａｇｒａｎｇｅ函数为Ｌ： ×瓗ｎ→瓗，对偶非
保守力为Ｑ：  ×瓗ｎ×瓗ｎ→瓗，对偶非完整约
束ｆ：  ×瓗ｎ×瓗ｎ→ 瓗，对偶 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子为
λ，并且Ｌ（ｘ，ｗ，ｖ）＝Ｌ（－ｘ，ｗ，－ｖ），Ｑ（ｘ，ｗ，ｖ）
＝Ｑ（－ｘ，ｗ，－ｖ），ｆ（ｘ，ｗ，ｖ）＝ｆ（－ｘ，ｗ，－ｖ），λ

＝－λ，（ｘ，ｗ，ｖ）∈  ×瓗ｎ×瓗ｎ→瓗。
根据引理３和定义８可得如下引理。
引理４　给定连续的Ｌａｇｒａｎｇｅ函数Ｌ： ×瓗ｎ×

瓗ｎ→瓗，则当ｑｓ∈Ｃ
１
ｒｄ（ａ，[ ]ｂ，瓗ｎ）时，

∫
ｂ

ａ
Ｌ（ｔ，ｑσｓ（ｔ），ｑΔｓ（ｔ））Δｔ＝

∫
－ａ

－ｂ
Ｌ（ｘ，（ｑｓ）ρ^（ｘ），（ｑｓ）^（ｘ））

＾ｘ

　　假设 ｑｓ是基本变分问题 （２）的局部最小值，
则根据引理４有

Ｉ［ηｓ（·）］＝∫
－ｃ

－ｄ
Ｌ（ｘ，ησ^ｓ（ｘ），ηΔ^ｓ（ｘ））^Δｘ→ｍｉｎ，

η（－ｃ）＝Ｃ，η（－ｄ）＝Ｄ （６）

０６
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这里η∈Ｃ１ｒｄ。那么变分问题 （６）和变分问题 （１）
具有同样的表达形式，因此根据变分问题 （１）下
时间尺度上非完整Ｌａｇｒａｎｇｅ系统的微分方程 （５），
则在变分问题 （６）下，时间尺度上 Ｄｅｌｔａ变分问
题的非完整Ｌａｇｒａｎｇｅ系统的微分方程有［２３］：

Δ^
Δ^ｘ３

Ｌ（ｘ，（ｑｓ）σ^（ｘ），（ｑｓ）Δ^（ｘ））－

２Ｌ（ｘ，（ｑｓ）σ^（ｘ），（ｑｓ）Δ^（ｘ））＝
Ｑｓ（ｘ，（ｑｋ）σ^（ｘ），（ｑｋ）Δ^（ｘ））＋

λ３ｆβ（ｘ，（ｑ

ｓ）

σ^（ｘ），
（ｑｓ）Δ^（ｘ）），ｘ∈［－ｄ，－ｃ］

ｋ （７）
根据对偶时间尺度的等式关系

３Ｌ（ｔ，ｗ，ｖ）＝－３Ｌ（－ｔ，ｗ，－ｖ），
２Ｌ（ｔ，ｗ，ｖ）＝２Ｌ（－ｔ，ｗ，－ｖ） （８）

易得

３Ｌ（ｘ，（ｑｓ）σ^（ｘ），（ｑｓ）Δ^（ｘ））＝
－３Ｌ（－ｘ，ｑρｓ（－ｘ），ｑｓ（－ｘ）），
２Ｌ（ｘ，（ｑｓ）σ^（ｘ），（ｑｓ）Δ^（ｘ））＝
２Ｌ（－ｘ，ｑρｓ（－ｘ），ｑｓ（－ｘ）），
３ｆ（ｘ，（ｑｓ）σ^（ｘ），（ｑｓ）Δ^（ｘ））＝
－３ｆ（－ｘ，ｑρｓ（－ｘ），ｑｓ（－ｘ）），
Ｑｓ（ｘ，（ｑｋ）σ^（ｘ），（ｑｋ）Δ^（ｘ））＝

Ｑｓ（－ｘ，ｑρｋ（－ｘ），ｑｋ（－ｘ）），λβ ＝－λβ （９）
根据引理３的基本公式，可得

Δ^
Δ^ｘ３

Ｌ（ｘ，（ｑｓ）σ^（ｘ），（ｑｓ）Δ^（ｘ））＝


ｘ３

Ｌ（－ｘ，ｑρｓ（－ｘ），ｑｓ（－ｘ）），

ｘ∈ －ｄ，[ ]－ｃｋ （１０）
令 －ｘ＝ｔ，ｔ∈ ｃ，[ ]ｄｋ，然后将 （９）、（１０）式代
入 （７）式中，可得

ｔ３

Ｌ（ｔ，ｑρｓ（ｔ），ｑｓ（ｔ））－２Ｌ（ｔ，ｑρｓ（ｔ），ｑｓ（ｔ））＝

Ｑｓ（ｔ，ｑρｋ（ｔ），ｑｋ（ｔ））＋λβ３ｆβ（ｔ，ｑ
ρ
ｓ（ｔ），ｑｓ（ｔ）），

ｔ∈ ｃ，[ ]ｄｋ（ｓ＝１，…，ｎ；β＝１，…，ｇ）（１１）
方程 （１１）就称为时间尺度上Ｎａｂｌａ变分问题的非
完整Ｌａｇｒａｎｇｅ系统的运动微分方程。与方程 （５）
有相同的表达形式。在运动微分方程积分之前，可

由 （３）、（１１）式求出λβ作为ｔ，ｑ
ρ
ｓ，ｑｓ 的函数。这

样，方程 （１１）可表为

ｔ３

Ｌ（ｔ，ｑρｓ（ｔ），ｑｓ（ｔ））－２Ｌ（ｔ，ｑρｓ（ｔ），ｑｓ（ｔ））＝

Ｑｓ（ｔ，ｑρｋ（ｔ），ｑｋ（ｔ））＋Λｓ（ｔ，ｑρｋ（ｔ），ｑｋ（ｔ））
（ｓ，ｋ＝１，…，ｎ；β＝１，…，ｇ） （１２）

其中

Λｓ（ｔ，ｑρｋ（ｔ），ｑｋ（ｔ））＝

λβ
ｆβ（ｔ，ｑ

ρ
ｓ（ｔ），ｑｓ（ｔ））
ｑｓ（ｔ）

（１３）

则称方程 （１２）与时间尺度上非完整系统 （３），
（１１）相应的时间尺度上完整系统的运动方程。

３　时间尺度上Ｎａｂｌａ变分问题的
非完整力学系统的Ｎｏｅｔｈｅｒ定理

　　假设ａ，ｂ∈ ，ａ＜ｂ。令集合Ｖ＝｛ｑｓ｜ｑｓ：［ａ，

ｂ］→瓗ｎ，ｑｓ∈Ｃ
１
ｌｄ｝，考虑 导数形式的基本变分

问题

Ｉ［ｑｓ（·）］＝∫
ｂ

ａ
Ｌ（ｔ，ｑρｓ（ｔ），ｑｓ（ｔ））ｔ （１４）

引入时间和广义坐标的无线小变换

ｔ＝Ｔ（ｔ，ｑｋ，ε）＝ｔ＋ετ（ｔ，ｑｋ）＋ｏ（ε），

ｑｓ＝Ｈｓ（ｔ，ｑｋ，ε）＝ｑｓ＋εξｓ（ｔ，ｑｋ）＋ｏ（ε
{

）

（１５）
这里ε为无限小参数，τ，ξｓ为无限小变换的生成函
数。τ：［ｔａ，ｔｂ］×瓗

ｎ 瓗，ξｓ：［ｔａ，ｔｂ］×瓗
ｎ 瓗是

可微函数。假设对任意 ｑｓ∈ Ｖ和 ε，映射 ｔ∈
［ｔａ，ｔｂ］ α（ｔ）：＝Ｔ（ｔ，ｑｓ，ε）∈瓗是左稠连续的函
数，而且它是在新的时间尺度上带有后跳算子ρ和
导数的一个象。

定义９　称 （１４）式在无限小变换 （１５）下
为广义准对称不变量，当且仅当对任意子集

ｔａ，ｔ[ ]
ｂ ｋ ａ，[ ]ｂｋ，ｑｓ∈Ｖ

∫
ｔｂ

ｔａ
Ｌ（ｔ，ｑρｓ（ｔ），ｑｓ（ｔ））ｔ＝

∫
ｔｂ

ｔａ
Ｌ（ｔ，ｑρｓ（ｔ），ｑｓ（ｔ））ｔ＋

∫
ｔｂ

ｔａ


ｔ
（珘ΔＧ）＋（Ｑｓ＋Λｓ）δｑρ( )ｓｔ （１６）

这里 Ｑｓ ＝Ｑｓ（ｔ，ｑρｋ（ｔ），ｑｋ（ｔ））是非保守力，Ｇ＝
Ｇ（ｔ，ｑρｓ（ｔ），ｑｓ（ｔ））是规范函数，珘Δ为全变分，并且
有 珘ΔＧ＝εＧ。

定义１０　对于满足非完整力学系统的运动方
程 （１３），称变量 Ｃ（ｔ，ｑｓ，ｑρｓ，ｑｓ）是守恒量，当且

仅当

ｔ
Ｃ（ｔ，ｑｓ，ｑρｓ，ｑｓ）＝０，ｑｓ∈Ｖ。

定理１　如果作用量方程 （１４）是变换 （１５）
下的广义准对称不变量，对所有 ｔ∈ ｔａ，ｔ[ ]

ｂ ｋ，那

么

１Ｌ（ｔ，ｑρｓ，ｑｓ）τ（ｔ，ｑｋ）＋
２Ｌ（ｔ，ｑρｓ，ｑｓ）ξρｓ（ｔ，ｑｋ）＋
３Ｌ（ｔ，ｑρｓ，ｑｓ）ξｓ（ｔ，ｑｋ）＋

１６
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Ｌ（ｔ，ｑρｓ，ｑｓ）τ（ｔ，ｑｋ）－３Ｌ（ｔ，ｑρｓ，ｑｓ）·

τ（ｔ，ｑｋ）ｑｓ（ｔ）＋（Ｑｓ（ｔ，ｑρｋ，ｑｋ）＋

Λｓ（ｔ，ｑρｋ，ｑｋ））［ξρｓ（ｔ，ｑｋ）－

τρ（ｔ，ｑｋ）·（ｑｓ －ν（ｔ）ｑｓ）］＝

－
ｔ
Ｇ（ｔ，ｑρｓ，ｑｓ） （１７）

其中

τρ（ｔ，ｑｋ（ｔ））＝τ（ρ（ｔ），ｑｋ（ρ（ｔ））），

τ（ｔ，ｑｋ（ｔ））＝

ｔτ
（ｔ，ｑｋ（ｔ）），

ξρｓ（ｔ，ｑｋ（ｔ））＝ξ（ρ（ｔ），ｑｋ（ρ（ｔ））），

ξｓ（ｔ，ｑｋ（ｔ））＝

ｔξｓ

（ｔ，ｑｋ（ｔ）），

ｑｓ（ｔ）＝（ｑｓ（ｔ））

　　证明　根据引理４，导数形式的作用量方程
（１４）为

Ｉ［ｙｓ（·）］＝

∫
－ａ

－ｂ
Ｌ（ｔ，ｙσ^ｓ（ｔ），ｙΔ^ｓ（ｔ））^Δｔ （１８）

则ｔ∈ －ｔｂ，－ｔ[ ]
ａ
ｋ －ｂ，[ ]－ａｋ，由Δ和 

积分等式，Δ和  导数与等时变分之间的交换关
系，则广义准对称不变量的充要条件 （１６）式为

∫
－ｔａ

－ｔｂ
Ｌ（ｔ，（ｙｓ）σ^（ｔ），（ｙｓ）Δ^（ｔ））^Δｔ＝

∫
－ｔａ

－ｔｂ
Ｌ（ｔ，（珋ｙｓ）σ^（ｔ），（珋ｙｓ）Δ^（ｔ））Δ^ｔ＋

∫
－ｔａ

－ｔｂ
（
Δ^
Δ^ｔ
（珘Δ（－Ｇ））＋（Ｑｓ ＋Λｓ）δｙσ^ｓ）^Δｔ

　（１９）
令集合珚Ｕ＝｛ｙｓ｜ｙｓ：［－ｂ，－ａ］→瓗

ｎ｝，则时间和

广义坐标的无线小变换 （１５）式为
ｔ＝ｔ－ετ（ｔ，ｙｋ）＋ｏ（ε），
珋ｙｓ＝ｙｓ＋εξｓ（ｔ，ｙｋ）＋ｏ（ε

{
）

（２０）

这里τ（ｔ，ｕ）＝τ（－ｔ，ｕ），ξｓ（ｔ，ｕ）＝ξｓ（－ｔ，ｕ）。
对ｙｓ∈珚Ｕ，在无限小变换 （２０）下，Ｉ 是广义
准对称不变量的充要条件是 （１９）式成立。故根
据时间尺度上Ｄｅｌｔａ变分问题的非完整力学系统的
Ｎｏｅｔｈｅｒ等式［２３］，有

１Ｌ（ｔ，（ｑｓ）σ^（ｔ），（ｑｓ）Δ^（ｔ））·
（－τ（ｔ，ｑｋ（ｔ）））＋２Ｌ（ｔ，（ｑｓ）σ^·
（ｔ），（ｑｓ）Δ^（ｔ））（（ξｓ）σ^（ｔ，ｑｋ（ｔ）））＋

３Ｌ（ｔ，（ｑｓ）σ^（ｔ），（ｑｓ）Δ^（ｔ））·
（（ξｓ）Δ^（ｔ，ｑｋ（ｔ）））＋

Ｌ（ｔ，（ｑｓ）σ^（ｔ），（ｑｓ）Δ^（ｔ））·
（（－τ）Δ^（ｔ，ｑｋ（ｔ）））－３Ｌ（ｔ，（ｑｓ）σ^（ｔ），·

（ｑｓ）Δ^（ｔ））（（－τ）Δ^（ｔ，ｑｋ（ｔ）））（ｑｓ）Δ^（ｔ）＋
（Ｑｓ（ｔ，（ｑｋ）σ^（ｔ），（ｑｋ）Δ^（ｔ））＋
Λｓ（ｔ，（ｑｋ）σ^（ｔ），（ｑｋ）Δ^（ｔ）））·
［（ξｓ）σ^（ｔ，ｑｋ（ｔ））－（－τ）σ^·

（ｔ，ｑｋ（ｔ））（（ｑｓ）Δ^（ｔ）＋μ^（ｔ）（ｑｓ）Δ^^Δ（ｔ））］＝

－Δ^
Δ^ｔ
（－Ｇ（ｔ，（ｑｓ）σ^（ｔ），（ｑｓ）Δ^（ｔ）））（２１）

利用Δ和导数之间的关系，有如下等式
（ｑｓ）Δ^（ｔ）＝－ｑｓ（－ｔ），（ｑｓ）σ^（ｔ）＝

ｑρｓ（－ｔ），^μ（ｔ）＝ν（－ｔ），

１Ｌ（ｔ，（ｑｓ）σ^（ｔ），（ｑｓ）Δ^（ｔ））＝

－１Ｌ（－ｔ，ｑρｓ（－ｔ），ｑｓ（－ｔ）），

Ｌ（ｔ，（ｑｓ）σ^（ｔ），（ｑｓ）Δ^（ｔ））＝

Ｌ（－ｔ，ｑρｓ（－ｔ），ｑｓ（－ｔ）），

Λｓ（ｔ，（ｑｋ）σ^（ｔ），（ｑｋ）Δ^（ｔ））＝

Λｓ（－ｔ，ｑρｋ（－ｔ），ｑｋ（－ｔ）），

Ｇ（ｔ，（ｑｓ）σ^（ｔ），（ｑｓ）Δ^（ｔ））＝

Ｇ（－ｔ，ｑρｓ（－ｔ），ｑｓ（－ｔ）），

τ（ｔ，ｑｋ（ｔ））＝τ（－ｔ，ｑｋ（－ｔ）），

ξｓ（ｔ，ｑｋ（ｔ））＝ξｓ（－ｔ，ｑｋ（－ｔ）），

（ｑｓ（ｔ））Δ^^Δ ＝（－（ｑｓ）·

（ｔ））Δ^ ＝ｑｓ （－ｔ





























）

（２２）

利用 （９）式，并将 （２２）式代入 （２１）式中，得
１Ｌ（－ｔ，ｑρｓ（－ｔ），ｑｓ（－ｔ））τ（－ｔ，ｑｋ（－ｔ））＋
２Ｌ（－ｔ，ｑρｓ（－ｔ），ｑｓ（－ｔ））ξρｓ（－ｔ，ｑｋ（－ｔ））＋
３Ｌ（－ｔ，ｑρｓ（－ｔ），ｑｓ（－ｔ））ξｓ（－ｔ，ｑｋ（－ｔ））＋

Ｌ（ｔ，ｑρｓ，ｑｓ）τ（－ｔ，ｑｋ（－ｔ））－
３Ｌ（－ｔ，ｑρｓ（－ｔ），ｑｓ（－ｔ））τ·
（－ｔ，ｑｋ（－ｔ））ｑｓ（－ｔ）＋

（Ｑｓ（－ｔ，ｑρｋ（－ｔ），ｑｋ（－ｔ））＋
Λｓ（－ｔ，ｑρｋ（－ｔ），ｑｋ（－ｔ）））·

［ξρｓ（－ｔ，ｑｋ（－ｔ））－τρ（－ｔ，ｑｋ（－ｔ））·
（ｑｓ（－ｔ）－ν（－ｔ）ｑｓ（－ｔ））］＝

－
ｔ
Ｇ（－ｔ，ｑρｓ（－ｔ），ｑｓ（－ｔ）） （２３）

令ｘ∈ ｔａ，ｔ[ ]
ｂ ｋ ａ，[ ]ｂｋ，ｘ＝－ｔ，则上式为

１Ｌ（ｘ，ｑρｓ（ｘ），ｑｓ（ｘ））τ（ｘ，ｑｋ（ｘ））＋
２Ｌ（ｘ，ｑρｓ（ｘ），ｑｓ（ｘ））ξρｓ（ｘ，ｑｋ（ｘ））＋
３Ｌ（ｘ，ｑρｓ（ｘ），ｑｓ（ｘ））ξｓ（ｘ，ｑｋ（ｘ））＋
Ｌ（ｘ，ｑρｓ（ｘ），ｑｓ（ｘ））τ（ｘ，ｑｋ（ｘ））－

３Ｌ（ｘ，ｑρｓ（ｘ），ｑｓ（ｘ））τ（ｘ，ｑｋ（ｘ））ｑｓ（ｘ）＋
（Ｑｓ（ｘ，ｑρｋ（ｘ），ｑｋ（ｘ））＋Λｓ（ｘ，ｑρｋ（ｘ），ｑｋ（ｘ）））·

２６
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［ξρｓ（ｘ，ｑｋ（ｘ））－τρ（ｘ，ｑｋ（ｘ））·
（ｑｓ（ｘ）－ν（ｘ）ｑｓ（ｘ））］＝

－
ｔ
Ｇ（ｘ，ｑρｓ（ｘ），ｑｓ（ｘ）） （２４）

则证得定理１。（１７）可称为时间尺度上 Ｎａｂｌａ变
分问题的非完整力学系统的Ｎｏｅｔｈｅｒ等式。

定理２　如果泛函Ｉ是定义１０下的广义准对称
不变量，那么有守恒量

Ｃ（ｔ，ｑｓ（ｔ），ｑρｓ（ｔ），ｑｓ（ｔ））＝
Ｌ（ｔ，ｑρｓ（ｔ），ｑｓ（ｔ））τ（ｔ，ｑｋ（ｔ））＋

１Ｌ（ｔ，ｑρｓ（ｔ），ｑｓ（ｔ））·ν（ｔ）·τ（ｔ，ｑｋ（ｔ））＋
３Ｌ（ｔ，ｑρｓ（ｔ），ｑｓ（ｔ））·（ξｓ（ｔ，ｑｋ（ｔ））－

τ（ｔ，ｑｋ（ｔ））·ｑｓ（ｔ））＋
Ｇ（ｔ，ｑρｓ（ｔ），ｑｓ（ｔ））＝ｃｏｎｓｔ （２５）

　　证明　按照定理１的证明过程，对于广义准对
称性不变量，可得作用量方程 （１８）和充要条件
（１９）。ｙｓ∈珚Ｕ，在无限小变换 （２０）下，Ｉ是广
义准对称不变量的充要条件是 （１９）式成立。故
根据时间尺度上Ｄｅｌｔａ变分问题的非完整力学系统
的Ｎｏｅｔｈｅｒ守恒量［２３］，有

Ｌ（ｔ，（ｑｓ）σ^（ｔ），（ｑｓ）Δ^（ｔ））（－τ（ｔ，ｑｓ（ｔ）））－
１Ｌ（ｔ，（ｑｓ）σ^（ｔ），（ｑｓ）Δ^（ｔ））^μ（ｔ）·

（－τ（ｔ，ｑｋ（ｔ）））＋
３Ｌ（ｔ，（ｑｓ）σ^（ｔ），（ｑｓ）Δ^（ｔ））·

［ξｓ（ｔ，ｑｋ（ｔ））＋τ（ｔ，ｑｋ（ｔ））（ｑｓ）Δ^（ｔ）］－
Ｇ（ｔ，（ｑｓ）σ^（ｔ），（ｑｓ）Δ^（ｔ））＝ｃｏｎｓｔ（２６）

由 （９）和 （２２）式，上式可进一步得
－Ｌ（－ｔ，ｑρｓ（－ｔ），ｑｓ（－ｔ））τ（－ｔ，ｑｋ（－ｔ））－
１Ｌ（－ｔ，ｑρｓ（－ｔ），ｑｓ（－ｔ））ν（－ｔ）τ（－ｔ，ｑｋ（－ｔ））－

３Ｌ（－ｔ，ｑρｓ（－ｔ），ｑｓ（－ｔ））·
［ξｓ（－ｔ，ｑｋ（－ｔ））－τ（－ｔ，ｑｋ（－ｔ））ｑｓ（－ｔ）］－

Ｇ（－ｔ，ｑρｓ（－ｔ），ｑｓ（－ｔ））＝ｃｏｎｓｔ （２７）
令ｘ∈［ｔａ，ｔｂ］ｋ［ａ，ｂ］ｋ，ｘ＝－ｔ，则上式为

Ｌ（ｘ，ｑρｓ（ｘ），ｑｓ（ｘ））τ（ｘ，ｑｋ（ｘ））＋
１Ｌ（ｘ，ｑρｓ（ｘ），ｑｓ（ｘ））ν（ｘ）τ（ｘ，ｑｋ（ｘ））＋

３Ｌ（ｘ，ｑρｓ（ｘ），ｑｓ（ｘ））·
［ξｓ（ｘ，ｑｋ（ｘ））－τ（ｘ，ｑｋ（ｘ））·ｑｓ（ｘ）］＋

Ｇ（ｘ，ｑρｓ（ｘ），ｑｓ（ｘ））＝ｃｏｎｓｔ （２８）
得到守恒量 （２５）。定理证得。

（２５）式可称为时间尺度上 Ｎａｂｌａ变分问题的
非完整力学系统的守恒量。

由以上定理可得如下推论

推论１　当 ＝瓗，非完整约束Λ＝０时，利
用 （１７）式可得到经典的Ｎｏｅｔｈｅｒ－Ｂｅｓｓｅｌ－Ｈａｇｅｎ

方程［２８］

１Ｌ（ｔ，ｑｓ，ｑｓ）τ（ｔ，ｑｋ）＋２Ｌ（ｔ，ｑｓ，ｑｓ）ξｓ（ｔ，ｑｋ）＋
３Ｌ（ｔ，ｑｓ，ｑｓ）ξｓ（ｔ，ｑｋ）＋

Ｌ（ｔ，ｑｓ，ｑｓ）τ（ｔ，ｑｋ）－３Ｌ（ｔ，ｑｓ，ｑｓ）τ（ｔ，ｑｋ）·
ｑｓ（ｔ）＋Ｑｓ（ｔ，ｑｋ，ｑｋ）·

［ξｓ（ｔ，ｑｋ）－ｑｓ（ｔ）τ（ｔ，ｑｋ）］＝
－Ｇ（ｔ，ｑｓ，ｑｓ） （２９）

根据定理２，可得经典的非完整非保守系统的守恒
量［２９］

Ｃ（ｔ，ｑｓ（ｔ），ｑｓ（ｔ））＝
Ｌ（ｔ，ｑｓ（ｔ），ｑｓ（ｔ））τ（ｔ，ｑｋ（ｔ））＋

３Ｌ（ｔ，ｑｓ（ｔ），ｑｓ（ｔ））·（ξｓ（ｔ，ｑｋ（ｔ））－
τ（ｔ，ｑｋ（ｔ））·ｑｓ（ｔ））＋Ｇ（ｔ，ｑｓ（ｔ），ｑｓ（ｔ））＝ｃｏｎｓｔ

（３０）

４　算　例
定义时间尺度

＝｛２ｎ：ｎ∈瓔∪｛０｝｝
已知二自由度系统的Ｌａｇｒａｎｇｅ函数为

Ｌ＝１２（（ｑ

１）

２＋（ｑ２）
２） （３１）

所受的非完整约束为

ｆ＝ｑ１ ＋ｔｑ２ －ｑ２＋ｔ＝０ （３２）
由运动微分方程 （１１）给出

ｑ１ ＝λ，ｑ２ ＝λｔ （３３）
由 （３２）和 （３３）可得

λ＝－ ２
２＋ｔ２

（３４）

由 （３２）式、（３３）和 （３４）式求得

Λ１ ＝－
１
２＋ｔ２

，Λ２ ＝－
ｔ

２＋ｔ２
（３５）

根据 （１７）式和 （４）式，可得
ｑ１ξ１ ＋ｑ２ξ２ ＋Ｌτ －（（ｑ１）

２＋（ｑ２）
２）τ ＋

Λ１（ξρ１－τρｑρ１ ）＋Λ２（ξρ２－τρｑρ２ ）＝－Ｇ

（３６）
ξρ１－τρｑρ１ ＋ｔ（ξρ２－τρｑρ２ ）＝０ （３７）

对 （３６）式和 （３７）式进行求解

τ＝０，ξ１ ＝ｔ，ξ２ ＝－
１
２，Ｇ＝－ｑ１ （３８）

所以根据定理２，可得到守恒量

Ｃ＝ｔｑ１ －
１
２ｑ


２ －ｑ１ ＝ｃｏｎｓｔ （３９）

５　结　论
时间尺度将离散和连续进行了统一，其微积分

３６
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有多种表达形式，如Δ型、型、α型［６］以及◇混
合型等［３０］，本文主要研究前两个。虽然 Δ导数与
导数，在形式上有诸多相似之处，但在实际计
算中两者又有不同。本文根据对偶时间尺度，利用

二者之间的等式关系，建立了  导数的非完整力
学系统的Ｌａｇｒａｎｇｅ微分方程。根据时间尺度上无限
小变换下的广义准对称不变量，得到了时间尺度上

Ｎａｂｌａ变分问题的非完整力学系统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ等式
和守恒量，并讨论了在取特殊条件时，得到相应的

经典力学中 Ｎｏｅｔｈｅｒ定理。文章是对时间尺度上
Ｎａｂｌａ变分问题在分析力学中的应用进行了研究，
可进一步拓展到其它力学系统。本文只是研究了

导数力学系统的Ｎｏｅｔｈｅｒ理论，从形式上也是一
种特殊情况，文章可进一步研究更为一般情况的表

达形式，如◇混合型等力学系统的Ｎｏｅｔｈｅｒ理论。

致谢：对张毅教授的悉心指导深表感谢！
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